B XXXI. NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY
! BEKESCSABA
dl S50 @ 2025. APRILIS 23-27.

31. 12. EVFOLYAM — JAVITASI UTMUTATO

1. A {b,} szamsorozatot a kovetkez6képpen definidljuk:
b =1- %, ahol a k 0-tol és 1-t0] kiilonbozo valos szam,
1
b,=1- =

Ha tudjuk, hogy b,24 + by925 = —1, akkor mennyi lehet a & értéke?

,han > 2 egész szam.

dr. Balint Béla, Zsolna

Megoldas:
Kiszamoljuk a sorozat elsd par tagjat:
b, =1 ! =1 ! =1 k = !
T by 1T k-1 -k
k
(1 pont)
b; =1 L _ 1 L 1-(1-k)=k
3=l-p=l-——= -1-k)=k.
1-k

(1 pont)
Ab,=1- % = b, lesz, azaz szamsorozat periodikus, ahol egy periddus harom hosszusagu.

(2 pont)
MiVCl 2024 =674 -3 + 2, igy b2024 = bz = ﬁ, ﬂletve b2025 = b3 = k leSZ.

(1 pont)
Mindezek alapjan, figyelembe véve, hogy b,p,4 + byg25 = —1, kapjuk, hogy

ﬁ+k = —1,azaz 1 + k — k? = —1 + k, ahonnan
(2 pont)
k*—2=0.

A miésodfokli egyenlet két megoldasa k; =2 és k, = —V/2, amelyek teljesitik a kezdeti
feltételeket.

(1 pont)
Tehat, ha a k = V2 vagy k = —V/2, teljesiil a kért egyenléség.

(1 pont)

Osszesen: 9 pont

Megjegyzés:

A 10/1 feladat 2. megoldasaban leirt gondolatmenettel analog modon bebizonyithato, hogy teljesiil a
by * byi1 " brir = —1 (azaz a szamsorozat barmely harom egymast kovetd tagjanak szorzata —1)
egyenldség, mely Osszefliggés segitségével, felhaszndlva, hogy bygp4 + byg25 = —1,

meghatarozhatok a k lehetséges értékei.
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2. Hény olyan részhalmaza van az {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10} halmaznak, amelyre teljesiil,
hogy elemeinek szama olyan pozitiv egész szam, ami nem eleme a részhalmaznak?
Erdos Gabor, Nagykanizsa

Megoldas:
Mivel az elemek szdma pozitiv, igy az iires halmazrdl nem lehet sz6.

(1 pont)
A teljes halmaz szintén nem megfeleld, hiszen 10 eleme van, de a 10 is eleme a halmaznak.

(1 pont)
Tehat az elemek szama a részhalmazokban 1, 2, ..., 9 lehet.

(1 pont)

Jeloljiik a megfeleld részhalmaz elemeinek szamat k-val. A kérdés az, hogy hany darab k elemi
részhalmaza van az alaphalmaznak, amely nem tartalmazza a k-t.
Az alaphalmazbol a k-t elhagyva 9 szam marad.

(1 pont)
Ebbdl kell k darabot kivalasztani, erre (2) lehetdség all rendelkezésre.
(1 pont)
[gy az 6sszes eset szama
9
9
2.()
k=1
(2 pont)
amely a Pascal-haromszog ismert tulajdonsaga (vagy a binomiélis-tétel) miatt 2° — 1 = 511.
(2 pont)

Osszesen: 9 pont
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3. Adott asikon 2025 darab pont ugy, hogy barmelyik két pont tavolsaga legfeljebb 3 cm. Igazoljuk,
hogy az dsszes pont lefedhetd egy 8,1 cm?-nél kisebb teriiletii hatszdglappal.
Csaszar Sandor, Csikszereda

Megoldas:
A feladat megoldasahoz azt fogjuk megmutatni, hogy egy d atmérdjii ponthalmaz (egy véges
ponthalmaz &tmérdjén a pontokat 0sszekdtd szakaszok maximumat értjiik, jelen esetben d < 3)

lefedhetd egy % oldalu szabalyos hatszoglappal (ennek bizonyitasa megtalalhaté példaul Reiman

Istvan: Geometria ¢és hatarteriiletei cimii konyvében a 316.-318. oldalon). Ehhez a versenyeken
altalaban el6forduld ismeretek mellett a folytonossag fogalmat, illetve Bolzano tételét is fel fogjuk
hasznalni.

(Bolzano tétele kimondja, hogy ha f(x) az [a; b] intervallumon értelmezett folytonos fliggvény és
f(a) - f(b) < 0, akkor létezik olyan x € |a; b[, amelyre f(x) = 0. A tétel bizonyitasa megtalalhato
példaul dr. Pintér Lajos: Analizis I. cimii, specidlis matematika tagozatosoknak irt tankdnyvében a
202.-203. oldalon, vagy Laczkovich Miklos-T. Sos Vera: Analizis L.-II. cimi konyvében, és szdmos
internetes oldalon, példaul

https://benjoey.web.elte.hu/Analizis%202/KisZH%20elm%C3%A91et/kiszh_03.pdf.)

Konnyen belathato, hogy egy véges ponthalmazt barmely irdnnyal parhuzamosan kozre lehet fogni
két parhuzamos, ugynevezett tamaszegyenessel (ponthalmaz tamaszegyenesének neveziink egy
egyenest, ha annak van a ponthalmazzal legalabb egy k6z0s pontja, és a ponthalmaz minden pontja -
a k6zos pontok kivételével - az egyenesnek ugyanarra az oldaléra esik).

Ha megadtunk két ilyen parhuzamos tdmaszegyenest, akkor tudunk ezzel 60°-ot bezard tovabbi két
par parhuzamos tamaszegyenest is megadni, vagyis be tudjuk ,,zarni” a ponthalmazt egy egyenld
sz0gl hatszogbe.

(1 pont)
Megadunk a sikon egy iranyt az 1 vektorral. Ezutan tetszéleges a sz6ghoz meg tudunk adni két olyan
tamaszegyenest, amelyek parhuzamosak, a szoget zdrnak be a megadott irdnnyal és kozrefogjak a
ponthalmazt. Ehhez a két parhuzamos tamaszegyeneshez is felépithet6 (a fentiekben mar megismert
moédon) egy egyenld szogekkel rendelkezd hatszog. Legyen egy ilyen, az T vektorral a szdget bezaro
tamaszegyenesen a hatszog oldala a(a), a szemkozti hatszégoldal pedig b(«a).

(1 pont)
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b(a)
ala)
1. dbra
(1 pont)

Ha a bennfoglald hatszogek képzése soran barmikor elfajuld eset fordul eld - négyszdget vagy
otszoget kapunk-, akkor ezekben az esetekben is érvényes marad a teriiletekre vonatkozo feltétel. (Pl
négyszog esetében annak az 4tldi is legfeljebb d hosszusaguak lehetnek. Ezért, ha a négyszog atloi e
¢s f, a két atlo altal bezart szog y, akkor a négyszog teriiletére

R 2
ro&fosiny &
2 2

azaz T legfeljebb az atlok szorzatanak a fele, tehat esetiinkben legfeljebb 4,5.

Ezt a négyszoget pedig egyszeriien , ki tudjuk bdviteni” egy olyan hatszogre, melynek tertilete kisebb
lesz 8,1-nél.)

(1 pont)
A hatszogek esetére eldszor azt mutatjuk meg, hogy ezek kozott a hatszogek kozott van olyan,

amelynek két szemkozti oldala egyforma hosszisagu. Tegyiik fel ugyanis, hogy valamilyen a -ra
a(a) < b(a), vagyis

(1) a(a) —b(a) <0.

Mivel a -hoz és (m + a)-hoz ugyanaz a koréirt hatszog tartozik, tovabba a(w + a) = b(a) és
b(r + a) = a(a), ezért

(2) a(m+a) —b(rt+ a) =b(a) —a(a) > 0.
(1 pont)
Az f(@) = a(p) — b(p) fuggvény folytonossaga, valamint az (1) és (2) miatt a Bolzano-tételb6l

kovetkez6en az |a; m+ af intervallumon lesz olyan B szdg, amelyre a(B) — b(B) = 0, tehat

a(B) = b(B).
(1 pont)
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Az ehhez a [ szoghoz tartoz6 korilirt, egyenld szogli hatszognek van két parhuzamos és egyenld
oldala. Legyen ez a két egyenld hosszusagi oldal az ABCDEF hatszogben AB és DE a 2. 4bra szerint.

A B

2. abra

(1 pont)
Az ABDE négyszog AB = DE miatt paralelogramma, tehat AE = BD. Ez alapjan a BCD ¢és az EFA
haromszogek egybevagok, hiszen megfeleld szogeik is megegyeznek. Ezzel belattuk, hogy az
ABCDEF hatszog szemkdozti oldalai megegyeznek, sot a hatszog kdzéppontosan szimmetrikus is az
ABDE paralelogramma O kézéppontjara.

(1 pont)
Ha ez a hatszog nem lenne szabalyos, akkor szemkdzti oldalait széthuzhatjuk Ggy, hogy valamennyi

oldal tavolsaga a kdzépponttdl éppen % legyen. Igy valamennyi oldal egyenld tavolsagra lesz a

kozépponttdl, a hatszog tehat szabalyos €s oldala Nei hosszusagu.

\/—
(1 pont)
A \7—5 oldalu szabalyos hatszdg teriilete
g 43 _dV3
12 2
2, .
A feladatban szerepld d < 3 feltétel alapjan 2 Z\E < %g ~ 7,794 < 8,1, igy ezzel az allitast

belattuk.

(1 pont)

Osszesen: 9 pont
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4. Az 1 m? térfogata téglatest alakii doboz két oldallapja nyolcszor dragabb anyagbol késziil, mint
a tobbi négy oldallap. Milyen méretiinek valasszuk a téglatest ¢éleit, hogy minél kisebb legyen az
anyagkoltség?

Szabo Magda, Szabadka

Megoldas:
Az anyagkéltség a lapok teriiletével aranyos. Legyen az olcsobb lap 1 m2-nek az anyagkdltsége
egységnyi. Legyenek x,y ¢és z a téglatest ¢lei, ahol az x, y, z pozitiv valos szdmok. Ismerve, hogy
V =xyz=1, célunk a téglatest A = 2xy + 2yz + 2xz felszinének minimalizadlasa az adott
feltételek alapjan. Két esetet kiillonboztetliink meg attdl fiiggden, hogy a dragabb anyagu oldallapok
a) szomszédosak vagy
b) nem szomszédosak.

(1 pont)
a) Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy egy-egy xy, illetve yz teriiletli oldallap késziilt
dragabb anyagbdl. Ekkor
A =8xy+8yz+xy+yz+2xz=9xy +9yz + 2xz .
(I pont)
A szédmtani és mértani kozép kozotti Osszefiiggés alapjan (a+b +c¢c >3- Vabc), felhasznalva,
hogy xyz = 1, kapjuk:

Ay =9xy +9yz +2xz >3- 3/9xy - 9yz-2xz =3 -} 2:3% (xyz)2=9-36.
(2 pont)

b) Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy a két xy teriiletli oldallap késziilt dragabb
anyagbol. Ekkor

A, =8 2xy + 2yz + 2xz = 16xy + 2yz + 2xz .

Ismét alkalmazva a szdmtani és mértani kozép kozotti Osszefiiggést, valamint az xyz = 1 feltételt:

A, = 16xy + 2yz + 2xz > 3+ 3[16xy - 2yz - 2xz = 3+ /26 - (xyz)? = 12.

(2 pont)

Mivel
V64 < V276 ,azaz4 < 3-36,igy 12 < 9- 6,

(1 pont)
ezért az A, minimalis értéke kisebb, mint A;-¢. Ezt a minimalis értéket az A, akkor veszi fel, ha
16xy = 2yz = 2xz, ahonnan az x = y és a z = 8x esetben.

(1 pont)
Felhasznélva, hogy V = xyz =1, igy a 8x3 =1 alapjan x =y = %, z = 4 lesz, azaz a doboz
anyaganak akkor a legkisebb az eldallitasi koltsége, ha a dragdbb anyagbdl késziilt szemkdzti
oldallapok % méter oldalhosszisagu négyzetek, és ezek 4 méter tavolsagra vannak egymastol.

(1 pont)

Osszesen: 9 pont
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5. Oldjuk meg a valos szamok halmazéan a kovetkezd egyenletet.

13 + 27 =13 27
3x2+2x—5 3x2+2x—5

Biro Balint, Eger

1. megoldas:
A négyzetgyok értelmezése és a tortek nevezdi miatt 3x2 + 2x — 5 > 0, ezért az x < — 5 vagy

1<x.
(1 pont)
Vezessiink be 0j ismeretleneket:

, 27 .y , 27
a= \/13 T 3x%2+2x-5 ¢sb= 3x2+2x-5 "
(1 pont)

Belathato, hogy a feltételek miatt a > 0 és b > 0. A helyettesitések utan egyrészt azt kapjuk, hogy

a’> —b =13, masrészt az eredeti egyenlet jobb oldala miatt nyilvanvald, hogy
13 — # = a is teljesiil, ezért az a + b? = 13 is fenndll. Eszerint a® — b = a + b?, azaz

a? — b%? — (a + b) = 0, szorzatta alakitas utan pedig (a + b) - (a —b — 1) = 0.

(3 pont)
Mivel a > 0 és b > 0, ezért csak az a — b — 1 = 0 lehetséges, amelybdl a = b + 1 kovetkezik.

Ezzel az eredeti egyenlet V13 + b = b + 1 alakban is felirhatd, amelybdl négyzetre emeléssel és
rendezéssel a b2 + b — 12 = 0 masodfoku egyenlethez jutunk, amelynek gydkei b; = 3 és b, = —4.
A b, = —4 nem ad megoldast, mert b > 0 kell legyen, igy csak b = 3 lehetséges.

Ebbdl az adodik, hogy s = 3, ahonnan négyzetre emelés, egyszerlisités és rendezés utan a

3x% 4+ 2x — 8 = 0 egyenletet kapjuk, amelynek gyokei x; = % €s x, = —2.

(3 pont)
Mindkét valos szdm megfelel a feltételeknek és behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy valdoban
megoldasai az eredeti egyenletnek (mindkét esetben az egyenlet két oldalanak helyettesitési értéke 4
lesz).

(1 pont)

Osszesen: 9 pont




B XXXI. NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY
! BEKESCSABA
dl S50 @ 2025. APRILIS 23-27.

31. 12. EVFOLYAM — JAVITASI UTMUTATO

2. megoldas:
A négyzetgyok értelmezése és a tortek nevez6i miatt 3x% + 2x — 5 > 0, ezért az x < — 5 vagy

1<x.
. 27
C |3x242x -5
(I pont)

Belathato, hogy a feltételek miatt t > 0. A helyettesitések utan kapjuk, hogy V13 +t = 13 — t2,
amely atrendezés utan, hogy t? = 13 — /13 + ¢ alakra hozhato.

(1 pont)
Vezesslink be 1) ismeretlent:

(1 pont)
Mindkét oldalhoz t + i-et adva a t2+t+ i =13+t—+V13+t +i egyenlethez jutunk, ami
i 1\2 1\2
atirhato (t + E) = (\/ 13+t— E) alakra.

(2 pont)
Mivel t > 0, igy egyszerlien belathato, hogy V13 +t > V13 > % Mindezek alapjan a fenti
egyenletbdl kapjuk, hogy t + % =vV13+t— %, amibdl atrendezéssel t + 1 = V13 + t kovetkezik.

(1 pont)
Négyzetre emeléssel és rendezéssel a t? +t — 12 = 0 masodfokt egyenlethez jutunk, amelynek
gyokei t; = 3¢ést, = — 4.

(1 pont)
A t, = — 4 nem ad megoldast, mert t > 0 kell legyen, igy csak t¢ = 3 lehetséges.

Ebbdl az addodik, hogy s = 3, ahonnan négyzetre emelés, egyszerlisités és rendezés utan a

3x% 4+ 2x — 8 = 0 egyenletet kapjuk, amelynek gyokei x; = % €s x, = —2.
(2 pont)
Mindkét valds szam megfelel a feltételeknek és behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy valoban
megoldasai az eredeti egyenletnek (mindkét esetben az egyenlet két oldalanak helyettesitési értéke 4
lesz).
(1 pont)
Osszesen: 9 pont
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6. Egy haromszog a, b, c oldalainak hossza ebben a sorrendben egy ndvekvé mértani sorozat
harom egymast koveto tagja. Ha a haromszog szogei (a szokésos jeldlésekkel) a, B, y, akkor
igazoljuk az alabbi allitasokat:

a) 1 1 1
sinf = siny = sina’

b) sinf +siny < (2+\/§)-Sina.

dr. Molnar Istvan, Gyula

Megoldas:
a) Legyen g a mértani sorozat adllandé hdnyadosa (kvociense). A feladat feltételei alapjan g > 1
valdés szdm. A haromszog oldalainak hossza igy a =x, b =xq, ¢ = xq? lesznek, ahol
x pozitiv valds szam.
(1 pont)
Mivel a < b < ¢, ezért a ¢ < a + b (haromszog-egyenldtlenség) feltételnek is teljesiilnie kell,
vagyis xq? < x + xq kell legyen.
(I pont)
= 2R (szinusztétel) Osszefiiggést (ahol az R a haromszog

a b [
Alkalmazva az — = —— = —
sina sinf3 siny

koré irhat6 kor sugara), kapjuk, hogy
2 Cxtxq | a2 o < 1 1 1 1 1
X =xwxqlixg X xq% xq a ¢ b

1 < 1 N 1 2R) 1 1 1

. =
2R -sina 2R -siny 2R -sinf

=

— <+,
sina siny sinf

. : , . 1 1. .
ami éppen a bizonyitando > — aosszefugges.

sinf  siny sin

(2 pont)

b) Az a) esetben bebizonyitottuk, hogy xq? < x + xq, ahonnan, mivel az x pozitiv valds szam,
kovetkezik, hogy g2 < 1+ g.

Az egyenl6tlenség megoldasa 1_7\/? <g< 1+2\/§, ahonnan a q > 1 feltételt figyelembe véve, ezért
1<q< 1’;*/3.
(2 pont)
Ezaltal
. ) b +xq? ;
smﬁ+smy=5+§=%=%-(q+qz) =%- (q+4q%) =(q+4q?) -sina.

(1 pont)
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Mivel 1 < g < %g , ezért
14V5\° _ 3+V8
1< qz < ( 2 ) T2
igy
q+q> <1+Tﬁ+3+f=2+\/§.
(1 pont)
Mindezeket figyelembe véve
sinf +siny = (q + q%) - sina < (2 +\/§) -sina,
azaz
sinf +siny < (2 +\/§) -sina,
¢s ez az, amit bizonyitani akartunk.
(I pont)

Osszesen: 9 pont




