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1.  Hatarozzuk meg az (1) és (2) egyenletek 6sszes kozos gyokét:
(1) x>—2x*—-2x3-x2-5x-3=0,
2) x*—3x3-2x2+5x+3=0.
dr. Balint Béla, Zsolna

1. megoldas:

Ha egy szam kozos gyoke az A(x) = 0 és B(x) = 0 egyenleteknek, akkor gyokeaA-A+u-B =0
egyenletnek is, ahol A és u tetszéleges konstansok vagy x polinomjai.

Ezt tobbszor felhasznaljuk a megoldas soran.

(2 pont)
Ha az (1)-bdl kivonjuk a (2) x-szeresét, akkor kapjuk
B=1D-02)-x x*—6x2—-8x—-3=0.
(2 pont)
Hasonléan tovabb:
@ =03)-(2) 3x3—4x2—-13x—6=0,
(1 pont)
BG)=3-(3) —x-(4) 4x3 —5x2 —18x —9 =0,
(2 pont)
6)=3-(5—-4-4) x2—-2x—-3=0.
(1 pont)
A (6) egyenlet gyokei 3 és -1. Behelyettesitéssel belatjuk, hogy ezek gyokei az
(1)-nek és a (2)-nek is.
(1 pont)

Osszesen: 9 pont

1. megjegyzés:
Azt, hogy az 6sszes koz0s gyokok ennek a masodfokll egyenletnek a gyokei, ugy is belathatjuk, hogy
az (1) és (2) egyenletekben szerepld polinomokat elosztjuk az x? — 2x — 3 polinommal.

(x5—2x*—2x3—x?—-5x—3):(x2—2x—-3)= x3+x+16és
(x*—3x3—2x*+5x+3): (x* —2x—-3) =x? —x— 1.

Mindkét polinom maradék nélkiil oszthaté az x2 — 2x — 3 polinommal. A polinomosztasoknal
héanyadosként kapott x? — x — 1 és x3 + x + 1 polinomokrdl kiildn is belathatd, hogy nincs kdzds
gyokiik, példaul, ha az dsszegiiket vessziik, akkor az x> + x2polinomot kapjuk. Ennek gyokei kozott
kellene lenniiik a k6zos gyokoknek is. Ennek a polinomnak csak 0 és -1 a gyokei, ezek pedig egyik
hanyadospolinomnak sem gyokei.

2. megjegyzés.
Az elsd 2 pont koziil az egyik akkor is jar, ha kiilon hivatkozas nélkiil haszndlja a versenyz0 a kdzos
gyokok kereséséhez a linearis kombinaciokat, akar egyéni jelolésrendszerrel is.
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2. megoldas:
A feladat megoldasa ugy is lehetséges, hogy példaul megkeressiik a masodik egyenlet Osszes
megoldasait €s azok koziil kivalasztjuk azokat, amelyek az elsdnek is megoldasai. (Ha ezt nem jelzi
a megoldo, de alkalmazza, akkor is jar az 1 pont.)

(1 pont)

Az x* — 3x3 — 2x? + 5x + 3 = 0 egyenletben a féegyiitthato 1, tehat a racionalis gydkteszt alapjan,
ha van racionalis gyok, akkor az csak egész lehet. Ezek az egészek csak a konstans tag, a 3 osztoi
koziil keriilhetnek ki.

(1 pont)
A 3 primszam, igy a szoba joheto raciondlis, illetve egész megoldasok csak
x=3;,-3,1 -1
(1 pont)

A négy behelyettesités kozott két esetben kapunk nullat, 3 és —1 gyodkei a (2) egyenletnek. Kiemelve
az ezekhez tartozo gyoktényezoket:

x*—3x3 —2x2+5x+3=x*-3x>-2x?+6x—x+3 =
=x3(x—-3)—-2x(x-3)—-(x—-3)=x-3)x*-2x-1D=x-3)&3+1-2x—-2) =
=(=-3D[E+DE*—x+1)-2(x+D]=x=-3)x+1D)x*—x—1)

(3 pont)
Behelyettesitve a 3 és —1 értékeket az elsé egyenletbe belatjuk, hogy ezek kdzds gyokok.

(1 pont)
Mi a helyzet az x2 — x — 1 = 0 egyenlet szintén valos gyokeivel?
PI. polinomosztassal belatjuk, hogy ezek gyokei nem gyokei az (1) egyenletnek.
x®—2x*—2x3—x2-5x—-3=
=x>—xt =3 —xt P+t - 23+ 2%+ 2x —4AxP+Ax+4—-11x— 7 =
=2 —x—1D3—x2+2x—4)+11x —7.
Az x? — x — 1 = 0 egyenlet egyik gyoke sem kdzos gyok.

(2 pont)

Osszesen: 9 pont
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3. megoldas:
Alkalmazzuk az 1. megoldéasban az (1) és (2) egyenletek linearis kombinacidjara vonatkozo tételt
A =1; u =1 valasztassal. Ez azt jelenti, hogy az (1) és (2) egyenletek megfeleld oldalainak
0sszege z€rus, azaz

x° —x*—5x3-3x2=0.

(1 pont)
A kapott egyenlet bal oldalan kiemelhetiink x?-et:
x?-(x3—x?2-5x—-3)=0.
(1 pont)

Az x? = 0 egyenletbdl nem kapunk megoldast, mert az ebbdl kovetkezé x = 0 sem az (1), sem a (2)
egyenletnek nem megoldésa.

(1 pont)

Ebbél az kovetkezik, hogy csak x3 —x?2 — 5x — 3 = 0 lehetséges, az (1) és (2) egyenlet dsszes
lehetséges k6zos megoldasa ennek az egyenletnek a gydke. Egyszerli szamolassal kapjuk, hogy az
egyenlet egyik megoldasa x = —1.

(1 pont)
Innen példaul polinomosztassal adodik, hogy x3 — x? — 5x — 3 = (x + 1)(x? — 2x — 3) = 0, ezért
most az x? — 2x — 3 = 0 masodfoku egyenlet megoldasait keressiik.
Az x? — 2x — 3 = 0 megoldasai x = —1 és x = 3.

(1 pont)

Behelyettesitéssel ellendrizhetjiik, hogy x = —1 és x = 3 az (1) és (2) egyenletek kozos gyoke,
vagyis az x> — 2x* — 2x3 — x? — 5x — 3 és x* — 3x3 — 2x% + 5x + 3 polinom is maradék nélkiil
oszthat6 az x? — 2x — 3 polinommal.

(1 pont)
Polinomosztassal adodik, hogy
x5 —=2x*—2x3 —x?=5x-3=(?*=-2x -3 +x+ 1),
x*—3x3—2x2+5x+3=(x?2-2x—-3)(x*—x—-1).
(1 pont)

Az utébbi két egyenletbdl szarmazd x3 + x + 1 = 0 ésx? — x — 1 = 0 egyenletek lehetséges kozos
valos gyokeit a két egyenlet dsszeaddsaval kapott x3 + x2 = 0 egyenletbél kaphatjuk meg. Szorzatta
alakitas utdn x?(x + 1) = 0, amelynek megoldasai x = 0 és x = —1.

Az igy kapott két valds szdm behelyettesitésekor azonban x3 +x+1# 0 és x2 —x —1 # 0,
eszerintaz x3 +x+1=0 ésx? —x —1 =0 egyenleteknek nincs kozos valos gydke. (1 pont)

Tehat az (1) és (2) egyenletek Osszes kozos gyoke x = —1 és x = 3.

(1 pont)
Osszesen: 9 pont
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2. 12 darab 80 literes horddban vizet tarolunk, mégpedig rendre 1, 2, 3, 4, ..., 12 litert. Barmelyik
hord6bol dnthetiink 4t vizet egy masik horddba a kdvetkezd szabély szerint: ha az elsé hordoban
legalabb annyi viz van, mint a masodikban, akkor az els6 hordobdl pontosan annyi vizet
Onthetiink at a méasodikba, amennyi a masodikban van. Lehetséges-e véges szamu atontés utan
elérni azt, hogy

a) 5 horddban legyen 3-3 liter viz, a maradék 7 hordoban pedig 6, 7, 8, ..., 12 liter;
b) egy hordoban legyen 78 liter viz?
Béres Zoltan, Zenta

Megoldas:
Az atontések sordn a hordoban 1év0 viz mennyisége mindig nem negativ egész szamu literben
mérhetd. Vizsgaljuk meg ezeknek az egész szdmoknak a paritdsat az A hordobol B horddba vald
atontéskor:

atontés elott atontés utan
A hordo B hordo A hordo B hordo
1. paros paros paros paros
2. paros paratlan paratlan paros
3. paratlan paros paratlan paros
4. paratlan paratlan paros paros

(3 pont)

Nevezziik a hordokat parosnak vagy paratlannak attol fliggden, hogy a benniik 1év6 viz mennyisége
paros vagy paratlan literben mérhetd. A tablazat elemzésével a kovetkezé megallapitasokat tehetjiik:
1) Minden atontés alkalmaval a paratlan hordok szama vagy nem valtozik (1., 2. és 3. sor), vagy
csokken (4. sor);
2) Minden atontés alkalmaval a masodik, vagyis a B hord6 paros.
(2 pont)

Most mar meg tudjuk vélaszolni a foltett kérdéseket:
a) Nem lehetséges, mert kezdetben 6 paratlan hordonk van, az a) allapot szerint viszont 8 darab:
3,3,3,3379,11.
Ez pedig ellentmond az 1) megallapitasunknak, mert nétt a paratlan hordok szama.
(2 pont)

b) Nem lehetséges. Tudjuk, hogy 1 + 2 + 3 + --- + 12 = 78, vagyis a b) szerinti allapotban egy
hordoban 78 liter viz van, az 6sszes tobbi pedig lires. Ezt egyetlen helyzet elézheti meg, a 39,
39, és a tobbiben pedig O liter, ezt a helyzetet viszont csak tigy kaphattuk, hogy valamelyik 39
litert tartalmazo6 hordoba vizet 6ntottiink (a tobbibe nem Onthettiink vizet mert ott 0 liter van),
ami ellentmond a masodik megallapitasunknak, mivel a 39 paratlan szam.

(2 pont)
Osszesen: 9 pont




B XXXI. NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY
; BEKESCSABA
dl S50 @ 2025. APRILIS 23-27.

31. 11. EVFOLYAM — JAVITASI UTMUTATO

3.  Egyjaték kezdetén a tablara felirtdk a 10-es szdmot. Anna és Boglarka felvaltva 1épnek, Anna
1ép eldszor. Egy 1épésben le kell tordlni a tablan 1évo szdmot, és helyette egy olyan egész szamot
kell felirni, amely a letorolt szamnal nagyobb, de annak négyszeresénél nem nagyobb. Az nyeri
a jatékot, aki felirja a tablara a 2025-6t. Melyik jatékosnak van nyerd stratégidja? Adjuk meg
ezt a nyerd stratégiat.

Erdos Gabor, Nagykanizsa

Megoldas:
Annanak van nyer0 stratégiaja.
Visszafelé gondolkodva:
Mivel 2025 = 506 - 4 + 1, ezért akkor tudja felirni Anna a 2025-6t, ha a tablan 1év6 szam 507 vagy
annal nagyobb. Ezt elérheti ugy, ha elétte 6 az 506-ot irja fel a tablara.

(3 pont)
Mivel 506 = 126 - 4 + 2, ezért akkor tudja felirni Anna az 506-ot, ha eldtte a tablan egy 126-nal
nagyobb szam szerepel. Ezt elérheti ugy, ha eldtte 6 a 126-ot irja fel.

(2 pont)

Mivel 126 = 31 -4 + 2, ezért akkor tudja felirni Anna az 126-ot, ha eldtte a tablan egy 31-nél
nagyobb szam szerepel. Ezt elérheti ugy, ha elétte 6 a 31-et irja fel.

(2 pont)

Mivel a 31 kisebb, mint a tablan 1év6 10-nek a négyszerese, ezért Anna els6 1épésként fel tudja irni a
31-et, és ezt a stratégiat alkalmazva biztosan nyerni tud.

(2 pont)
Osszesen: 9 pont
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4. Az ABC haromszogben CAB% = 20° és BCA% = 30°, legyen M pont a haromszdg belso
tartomanyaban ugy, hogy MAC« = MCA< = 10°. Szamitsuk ki a BMC< nagysagat.
dr. Ripco Sipos Elvira, Zenta

1. megoldas:
Az adatok alapjan az ACM, egyenl6 szart haromszog, a szarak M metszéspontja illeszkedik az AC
felezOmerdlegesére.

(1 pont)

Legyen O pont az ABC haromszog koriilirt korének kdzéppontja.
O

A

A BC hurhoz tartozo kertileti és kozépponti szogeket vizsgaljuk.
Mivel BACx = 20°, ezért a kertileti és kozépponti szogek Osszefliggése alapjan a BOC<X kozépponti
szogre BOCx = 40°, ezért a BOC, egyenld szar(i haromszogben OBC« = 70°,

(1 pont)
Hasonloan kapjuk, hogy AOB« = 2 - ACB< = 60°, de mivel az AOB, haromszog egyenld szaru is,
hiszen AO = BO a kor sugarai, ezért AOB< = 60° miatt AOB, szabdlyos, azaz AB = AO = BO.

(1 pont)
Az MAC<« = 10° illetve CAB<« = 20° feltételek és BAO<« = 60° miatt egyrészt BAM« = 10° ,
masrészt

O0AM<x = 60°— 10° = 50°.

(2 pont)
Lathato, hogy AOC< = AOB« + BOC«x = 60° + 40° = 100°, és mivel M az AC felezomerdlegesén
van, ezért AOM4 = 50° . Tehat az AMO, egyenlé szarQ, ezért AM = OM.

(2 pont)

Ugyanakkor AB = OB és AM = OM, vagyis az ABM és OBM héaromszogek egybevagok, ebbdl
viszont az kovetkezik, hogy ABM<« = OBM<« = 30° és eszerint a BM egyenes az OA szakasz

felezOmerdlegese, emiatt pedig
MBC« = OBM<« + OBC<x = 30°+ 70° = 100°.

(2 pont)

Végiil a BCM haromszogb6l BMC<« = 180° — 100° — 20° = 60°.
(1 pont)
Osszesen: 9 pont
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2. megoldas:

Messék az AM, BM,CM egyenesek a haromszdg szemben levé oldalait rendre a D, E, F pontban.

A feltételek miatt BAD< = DAC« = 10° és ACF« = 10° illetve FCB« = 20°. Legyen CBE< = ¢,
ekkor CBA« = 130° miatt EBA< = 130° — ¢ .

(1 pont)
Az AM,BM,CM egyenesek egy ponton haladnak at, ezért alkalmazhatjuk a trigonometrikus
Ceva-tételt.

Eszerint

sin BAD<x sin CBE< sinACF<I_

SinDAC% SnEBA%Z sinFCBz
azaz

sin 10° sin ¢ sin10°

sin10° sin(130° — ¢) "sin20°

(2 pont)

Ebbdl a sin 20° = 2 - sin 10° - cos 10° trigonometriai azonossag felhasznaldsa és az egyszeriisitések,
illetve rendezés utan
(1D 2 -cos10°-sin(130° — @) = sin¢@
kovetkezik.
(1 pont)

Alkalmazzuk a
. : atpf a—f
sina +sinff = 2-sin 5 oS

azonossagot az
a— a+
T'Bz 10°, Tﬁ= 130°— ¢
valasztassal, amelybdl a két egyenlet megfeleld oldalainak 6sszeadasaval, illetve kivonasaval
a = 140° — @ és [ = 120° — . Igy az (1) 0sszefliggésbol
sin(140° — ¢) + sin(120° — ¢) = sin g,
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(2) sin(140° — @) = sinp — sin(120° — ¢) .
(2 pont)
A (2) egyenldség jobb oldalat atalakithatjuk a
: : atp . a-p
sina —sinf§ = 2 - cos > sin—;
azonossag segitségével ugy, hogy a = @ és f = 120° — ¢.
Eszerint
sin(140° — @) = 2 - cos 60° - sin(p — 60°),
ebbdl pedig cos 60° = %alapjén
3) sin(140° — ¢) = sin(¢ — 60°)
kovetkezik.
(1 pont)

A (3) Osszefliggés kétféleképpen allhat fenn:

(a) 140° — @ = @ — 60°,
vagy
(b) 140° — ¢ + ¢ — 60° = 180°.

Az (a) esetbdl ¢ = 100° adddik, a (b) viszont lehetetlen eredményre vezet, ezért csakis ¢ = 100°
lehetséges.

(1 pont)
Mivel a BMC haromszégben BMC< + ¢ + BCM<« = 180°, igy ¢ = 100° és BCM<« = 20° miatt
BMC« = 60°.
Ezzel a feladatot megoldottuk.
(1 pont)

Osszesen: 9 pont
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5.  Hatarozzuk meg azokat az x pozitiv egész szamokat, amelyekre az
E(x) = x? + 2x — (2x + 1)Vx + 1 kifejezés értéke négyzetszam.
dr. Molnar Istvan, Gyula

1. megoldas:
Figyelembe véve, hogy az x pozitiv egész, a Vx + 1 szintén (pozitiv) egész kell legyen ahhoz, hogy
az E (x) egész szam legyen. A kifejezés mindkét oldalat 4-gyel szorozva

4-E(x) =4x?2+8x —4Q2x+ DVx +1.

(1 pont)
Megfeleléen csoportositva: 4 - E(x) = 4x? + 4x + 1 —4(2x + D)Vx + 1+ 4x + 4 — 5,
illetve

2
4-E(x)=x+1D?—4@x+ DVx+1+4(Vx+1) -5,
valamint
4-E(x)=(2x+1-2Vx+1) —5.

(1 pont)
Legyen E(x) = k?, (k€ Z%)és2x+1—-2Vx+1=t, (t€2).
Igy 4k? = t? — 5, melyet atrendezve t? — 4k? = 5, ahonnan (t — 2k)(t + 2k) = 5.

(2 pont)

Figyelembe véve, hogy a feltételek miatt egyrészt t — 2k < t + 2k, masrészt pedig t — 2k ést + 2k
egész szamok, két esetet kiilonboztetliink meg:
{t—2k=—5 N {t=—3
t+2k=-1 k=1.
(1 pont)

Ekkor 2x + 1 — 2vx + 1 = —3, melyet atrendezve a 2x + 4 = 2vx + 1 egyenletet kapjuk.

Négyzetre emelés, rendezés és dsszevonas utan az x2 + 3x + 3 = 0 masodfoku egyenlethez jutunk,
melynek nincs valds megoldasa, mert a diszkriminansa negativ.
(1 pont)
t—2k=1 t=3
I1.
broeos = Lot

(1 pont)
Ekkor 2x + 1 — 2vx + 1 = 3, melyet atrendezve a 2x — 2 = 2vx + 1 egyenletet kapjuk.
Négyzetre emelés, majd rendezés és 6sszevonas utan az x? — 3x = 0 masodfoku egyenlethez jutunk,
ahonnan x = 3, illetve x = 0. Ez utdbbi, figyelembe véve, hogy az x pozitiv egész szdm kell legyen,
nem ad megoldast.

(1 pont)

Behelyettesitve: E(3) =32+2:-3—-(2-34+1)-V3+1=9+6—14 =12
Tehat egyetlen olyan x pozitiv egész szam van, amelyre az E (x) négyzetszam lesz, éspedig az x = 3.
(1 pont)

Osszesen: 9 pont
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2. megoldas:

Figyelembe véve, hogy az x pozitiv egész, a Vx + 1 szintén (pozitiv) egész kell legyen ahhoz,
hogy az E (x) egész szam legyen. (1 pont)

Legyen vVx + 1 = t. Innen x = t? — 1, ahol 7 pozitiv egész szam. igy
E®)=((?>-12?+2(t*-1)—(2t? -2+ 1t.
A zérojelek felbontésa és 0sszevonds utan kapjuk, hogy
E@)=tt—-2t3+t—-1=t*-23+t?2—-t>+t—-1=(t*-t)>-(t*-t) — 1.
(2 pont)
Legyen E(t) = k?, (k € Z%). Ebbél kdvetkezik, hogy
kK2=({?—-t)?—-(t>?-t) -1,
oldal 4-gyel val6 szorzasa utdn

42 =4(t2 —t)? —4(t* —t) —4=4{t>—-t)* —4(t*-t)+1-5=(2t? -2t — 1)*> -5,
melyet atrendezve

2t?2 -=2t—-1)>-(2k)?> =5,
ahonnan (2t? — 2t — 1 — 2k)(2t? — 2t — 1 + 2k) = 5. (2 pont)

Figyelembe véve, hogy egyfeldl 2t% — 2t — 1 — 2k < 2t? — 2t — 1 + 2k, masrészt pedig
2t% — 2t — 1 — 2k és 2t? — 2t — 1 + 2k egész szamok, két esetet kiilonboztetiink meg:
I {th—zt—1—2k=—5 N {2t2—2t—1=—3
' 2t2 =2t — 142k = -1 k=1.

(1 pont)
Ekkor 2t% — 2t — 1 = —3, ezt atrendezve a 2t? — 2t + 2 = 0 masodfokl egyenlethez jutunk,
melynek nincs valoés megoldasa.

2 _ -1 — — 2 _ _1 =

I {th 2t—1-2k=1 - {Zt 2t—1=3
2t =2t —1+4+ 2k =5 k=1.

(1 pont)
Ekkor 2t? — 2t — 1 = 3, melyet atrendezve a 2t? — 2t — 4 = 0 masodfoku egyenlethez jutunk,
ahonnan t = 2, illetve ¢ = —1. Ez utobbi, figyelembe véve, hogy a t pozitiv egész szam kell
legyen, nem ad megoldast. igy vVx + 1 = t = 2, ahonnan x = 3. (I pont)

Behelyettesitve: E(3) =32+2-3—-(2-341)-V3+1=9+6—14 =12,
Tehat egyetlen olyan x pozitiv egész szam van, amelyre az E(x) négyzetszam lesz, éspedig az
x = 3. (I pont)

Osszesen: 9 pont
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6. Az ABCD konvex érintdnégyszog oldalai kiilonbozé hosszusaguak. A négyszogbe irt kor az
AB,BC,CD, DA oldalakat rendre a K, L, M, N pontokban érinti. Mutassuk meg, hogy a KL ¢és

NM egyenesek az AC 4tlo egyenesén metszik egymast.
dr. Katz Sandor, Bonyhad

1. megoldas:
Tekintsiik az alabbi abrat.

A K B

1. abra

Az oldalak kiilonb6z6 hosszusaguak, ezért feltételezhetjiik, hogy AB > BC. Ekkor CD < DA, mert
érintdnégyszdgben AB + CD = BC + DA.

(1 pont)
Legyen E a KL egyenes azon pontja, amelyre CE || AB. Mivel CE || KB, ezért a BLK és CLE
haromszogek szogei megegyeznek, igy ezek a haromszogek hasonlok.

(1 pont)
Az érintdszakaszok hosszanak egyenldsége miatt BK = BL, vagyis a BLK haromszdg egyenld szaru,
ezért a CLE haromszdg is egyenld szarl, tehat CL = CE.

(1 pont)
A BK = BL miatt, és mivel feltételeztiik, hogy AB > BC, igy LC < AK ¢és CE < AK.

Ezért KL és AC nem lehet parhuzamos, metszéspontjuk legyen P (eszerint P az AC atlo C-n tuli
meghosszabbitasan van).

(1 pont)
fgy a parhuzamos szel6szakaszok tétele szerint
PC _CE (L
PA  AK  AK’

(1 pont)
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Legyen NM ¢és AC metszéspontja Q. Konstrualjuk az NM egyenesen az F pontot tigy, hogy CF || AD
legyen. Ekkor az fentiekhez teljesen hasonlé6 modon belathato, hogy egyrészt Q is az AC atloé C-n tali
meghosszabbitasan van, illetve

QC CF M

QA AN AN’
hiszen CFM is egyenld szari hdromszog, ugyanakkor CF = CM és AK = AN, valamint CM = CL
ezeért

pPC QC
PA QA°
(2 pont)
Legyen az AC 4tl6 hossza e, és PC = x, illetve QC = y.
Ekkor
x )y
e+x e+y’
amelybdl ex + xy = ey + xy, igy pedig ex = ey, és mivel e # 0, ezért x = y.
Eszerint a KL és NM egyenesek valoban az AC atlo egyenesén metszik egymast.
(2 pont)

Osszesen: 9 pont

Megjegyzés:
Ugyanigy belathato, hogy AB < BC esetén a KL és NM az AC 4tl6 A-n tuli meghosszabbitdsan
metszik egymast.
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2. megoldas:
A Brianchon-tétel kimondja, hogy ha az ABCDEF hatszdg oldalai egy nem elfajuld kiipszelet érintdi,
akkor a hatszog szemben fekvé szogpontjait 6sszekotd egyenesek egy ponton mennek at, ez a hatszog
Brianchon-pontja (nem elfajuld kapszeleten kort, ellipszist, hiperbolat vagy parabolat értiink, a
hatszognél megengedjiik, hogy az esetleg hurkolt legyen, tovabba a hatszdg szomszédos oldalai egy
egyenesbe is eshetnek).

(1 pont)

Alkalmazzuk el6szor a Brianchon-tételt arra az esetre, amikor az érintOhatszog két-két oldala egy
egyenesbe esik. Legyen a hatszog oldalai AB = a,BL =b, LC =c¢, CD =d, DN =e, NA = f,itt
tehat a b, c és e, f oldalak egyenese azonos (2. 4bra).

A a K B

2. ébra
Ekkor a Brianchon-tétel szerint a szemben levé A, C illetve B,D valamint L, N szdogpontokat
Osszekotd egyenesek egy pontban metszik egymast, ez az dbran az O Brianchon-pont. K&nnyen
belathatd, hogy ezen a ponton a KM egyenes is athalad. Ez azt is jelenti, hogy az érintdnégyszog
atloinak metszéspontja illeszkedik a szemkozti €rintési pontokat 6sszek6td mindkét egyenesre.

(2 pont)

Legyen a BD illetve AC egyenesnek a beirt korre vonatkozo polusa X illetve Y. Az X pont polarisa,
vagyis a BD egyenes azokat az Z pontokat tartalmazza, amelyekre az XZ atmérdjii kor merdlegesen
metszi az ABCD érintdnégyszog beirt korét, ekkor X és Z egymas konjugaltjai, és hasonloképpen
mondhatjuk, hogy az AC egyenes olyan W pontokat tartalmaz, amelyre Y és W egymas konjugaltjai.
Tekintsiik a 3. abrat.
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3. dbra
Messe a beirt kor az AC illetve BD atléta P, Q illetve R, S pontokban. Ismert, hogy az R, S pontokban
a beirt korhoz rajzolt érintdk metszéspontja éppen X, a P,(Q pontokban szerkesztett érintdk
metszéspontja pedig Y, mivel Y polarisa az O Brianchon-pontra is illeszkedd APQC egyenes, az X
polarisa pedig az O pontra ugyancsak illeszkedd BRSD egyenes.

(2 pont)
Az AC és BD egyenesek konjugaltak, azaz atmennek egymas polusan, tehat az X az AC, az Y pedig
a BD egyenesre illeszkedik.

(1 pont)
A B illetve D pont polarisa a KL illetve MN egyenes, viszont egy ismert projektiv geometriai tétel
(Hajos Gyorgy: Bevezetés a geometriaba, 472. oldal) szerint a B, D pontok polarisai tartalmazzak a
BD egyenes ¢€s a beirt kor R, S metszéspontjaiban a beirt korhoz htizott érinték metszéspontjat, vagyis
az elézoek szerint az X pontot.

(2 pont)
Tehat a KL,MN,AC egyenesek mindegyike athalad az X ponton, ezzel a feladat allitasat
bizonyitottuk.

(1 pont)

Osszesen: 9 pont

Megjegyzés:
Hasonloképpen igazolhatd, hogy KN, LM, BD egyenesek athaladnak az Y ponton.




