B XXXI. NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY

BEKESCSABA

5 & 2025. APRILIS 23-27.

31. 9. EVFOLYAM — JAVITASI UTMUTATO

1. Egy hajo 6 ora alatt ér le a folyon Budapestrdl Paksra, és 9 6ra alatt ér vissza a folyon felfelé
Paksr6l Budapestre. Mennyi id6 alatt ér le egy tutaj Budapestrél Paksra? (A hajo vizhez
viszonyitott sebessége a folyon lefelé és felfelé ugyanannyi, a tutaj sebessége pedig azonos a

folyod sebességével.)

dr. Katz Sandor, Bonyhad

Megoldas:
Szamoljuk az id6t 6raban.

Ha az ut a folyon kilométerben mérve s, akkor lefelé v, = % (km/h), felfelé v, = g (km/h) a hajo

(parthoz viszonyitott) sebessége.

(1 pont)

Jelolje a hajo vizhez viszonyitott sebességet vy js, a folyo sebességét pedig vsypy6. Ekkor

_ _ S
Vle = Vhajo T Vrolys = ¢

S
Vret = Vhajo — Vfolys = 5

A foly6 sebességének meghatarozasahoz vonjuk ki a két sebességet egymasbol
Vie = Vfer = (vhaj() + vfolyé) - (vhajé - vfoly()) =2 VUrolys

Innen a foly6 sebessége

Vie—Vfel (s s) s
Vipgpyg = ———=|-—=):2 =—.
folyé 2 6 9 36

A tutaj menetideje ezek alapjan

Tehat a tutaj 36 Ora alatt ér Budapestrdl Paksra.

(I pont)

(I pont)

(2 pont)

(2 pont)

(2 pont)

(1 pont)
Osszesen: 9 pont
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2. Legyen az n olyan 6-nél nagyobb egész szam, amelyre az n- 1 és az n + 1 is prim. Bizonyitsuk
be, hogy n? - (n? + 16) oszthat6 720-szal.
Erdos Gabor, Nagykanizsa

Megoldas:
Mivel 720 = 2*-32-5, és a 16, 9 és 5 paronként relativ primek, ezért azt kell belatnunk, hogy
n? - (n? + 16) oszthato 16-tal, 9-cel és 5-tel is.

(1 pont)

Mivel az n-1 és n + 1 6tnél nagyobb (paratlan) primek, ezért egyikiik sem oszthat6é sem 2-vel, sem
3-mal, amibdl adoédoan az n oszthato 2-vel és 3-mal is.

(1 pont)
Ekkor egyrészt az n? és az n® + 16 is oszthat6 4-gyel, igy szorzatuk oszthat6 16-tal,

(1 pont)
maésrészt az n?, és igy az n? - (n? + 16) is oszthaté 9-cel.

(1 pont)
Az 5-tel vald oszthatdsag igazolasa végett atalakitjuk a kifejezést:

n?-(n?+16) = n* + 16n? = n* — 4n? + 20n? = n? - (n? — 4) + 20n2.

(1 pont)
Mivel a 20n? oszthato 5-tel, igy elegendd bizonyitanunk, hogy az n? - (n? — 4) oszthat6 5-tel.

(1 pont)

Azn-2,n-1,n n+ 1, n+ 2 6t egymast kovetd egész szam, igy koziiliik (pontosan) egy biztosan
oszthatd 5-tel.

(1 pont)
Mivel az n-1 és az n + 1 is 6tnél nagyobb primek, ezért egyikiik sem oszthato 5-tel.

(1 pont)
Ebbél adodik, hogy a masik harom szdm szorzata, azazn - (n — 2) - (n + 2) = n - (n? — 4) oszthat6
5-tel.

(1 pont)
Ezzel az allitast belattuk. )

Osszesen: 9 pont
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3. Egy 7 X 7-es tablazatba beirtuk az 1, 2, ... ,49 szadmokat a bal fels6 mezobdl indulva egymas
utan balrol jobbra soronként fentrdl lefelé haladva. Egy 3 X 3 nagysagt négyzettel lefediink 9
mezOt minden lehetséges modon. Hany esetben lesz a lefedett mez6kon a szdmok Osszege

négyzetszam?
dr. Balint Béla, Zsolna

Megoldas:
Ha x jeloli a 3 X 3-as négyzettel lefedett rész kdzépsé mezdjében all6 szamot, akkor a lefedett szamok
x—8x—-—7,x—6,x—1,x,x+1,x+6,x+ 7 és x + 8 lesznek.

(2 pont)
Igy a lefedett mezSkon a szamok sszege 9x lesz.

(2 pont)
Ez az 0sszeg akkor és csak akkor lesz négyzetszam, ha az x is négyzetszam.

(1 pont)

Mivel az x nem lehet a tdblazat ,,szélein” (azaz az elsé €s utolso sorokban, illetve oszlopokban), ezért
az x lehetséges értékeire teljesiil, hogy 9 < x < 41.

(2 pont)
A fenti intervallumban csak a 9, 16, 25 és 36 négyzetszamok,

(1 pont)
de a 36 a tablazat els6 oszlopaba , keriil”, igy az nem ad megoldast, ezért harom esetben lesz a lefedett
mezOkon all6 szamok Gsszege négyzetszam.

(1 pont)

Osszesen: 9 pont
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4. Egy kerek asztal koriil hat személy iil, A, B, C, D, E ¢s F valamilyen koriiljaras szerint ebben a
sorrendben. Az asztal koriil nincs tobb szék. Mind a hatan egyszerre folallnak, és atiilnek egy-
egy masik székre ugy, hogy senki sem il vissza az eredeti helyére, és senki sem iil az eredeti
helyével szomszédos székre. Hanyféleképpen diilhet at a hat személy a fenti feltételek
betartasaval? (Kiilonbozonek tekintiink két iilésrendet, ha legaldbb egy személy kiilonb6zo
széken iil.)

Béres Zoltan, Zenta

Megoldas:

Az Osszeszamolni kivant iilésrendeket nevezziik megengedett iilésrendeknek. Az altalanossag
megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a székek az asztal koriil egy szabdlyos hatszoget alkotnak.
Jeloljiik meg ezeket a helyeket: A személy il az a széken, B a b széken, és igy tovabb, végiil F
személy iil az f széken. Megfigyelhetjiik, hogy az A személy a c, d, e székekre iilhet 4t, azaz a hatszog
adott csticsabol induld harom atlgja mentén iilhet at. Mind a hatan kizarélag az atlokat kovetve
iilhetnek at.

(1 pont)
Nevezziink két iilésrendet drellenesnek, ha az egyik iilésrendben mindegyik személy a helyével
pontosan szemkozti helyen il a masik iilésrendhez képest. Belathatd, hogy minden megengedett
iillésrendnek létezik pontosan egy dtellenes iilésrendje, és kiilonb6zd iilésrendeknek kiilonbozd az
atellenes iilésrendje.
Az is igaz, hogy minden olyan iilésrend, amelyben minden személy vagy a helyén marad, vagy
valamelyik szomszédos székre Uil at, egy megengedett Gilésrendnek az dtellenes iilésrendje.
A megengedett iilésrendek és a megengedett lilésrendek atellenes iilésrendjei kozott kdlcsondsen
egyértelmii megfeleltetés 1étesithetd, ezért szamuk megegyezik.

(1 pont)
Ezek alapjan a tovabbiakban tlizziik ki célul, hogy 0Osszeszdmoljuk azokat az iilésrendeket,
amelyeknél mindenki vagy a helyén maradt, vagy a szomszédos székre {ilt at.
Egy lehetséges tilésrend lehet, ha mindenki a helyén marad: ABCDEF.

(1 pont)

Ha az A személy atiil a b székre, akkor a B két dolgot tehet: vagy atiil az a székre, és igy helyet
cseréltek, vagy atiil a ¢ székre. Ez utdbbi esetben, ha mindenki eggyel arrébb iil, az a definici6 szerint
kiilonbozo tilésrendet jelent: FABCDE. Ugyanez a helyzet, ha az A a masik irdnyba ,,mozdul”, azaz
az e sz€kre 1il. Ekkor is 1étrejohet egy eltolodd sorrend: BCDEFA.

(1 pont)

Az eldbbiek figyelembevételével elmondhatjuk, hogy minden atiilés vagy valahdny szomszédpar
helycseréjébdl all (ez lehet O is, akkor, ha senki nem ,,mozdul”), vagy eléall az FABCDE ¢és a
BCDEFA sorrend valamelyike. Ez utobbi két sorrendet nem tekintve szdmoljuk Ossze a tobbi
lehetdséget.
(1 pont)

1. Nincs helyet cserél6 par.

1 ilyen iilésrend van: ABCDEF.
2. Pontosan egy szomszédpar cserél helyet.

Osszesen 6 ilyen lehet8ség van: (BA)CDEF, A(CB)DEF, AB(DC)EF, ABC(ED)F, ABCD(FE),

F)BCDE(A.
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(1 pont)
3. Pontosan két szomszédpar cserél helyet.
Ha egy part kivalasztunk, akkor harom masik valaszthato ki mellé: példaul, ha az AB helyet cserél,
akkor rajtuk kiviil helyet cseré¢lhet még a CD, DE és EF. Ez a fennmarad6 6t parra is igaz, azaz az
Osszes cserék szama igy 6 - 3 = 18 lenne. Viszont, igy minden lehetdséget kétszer szamoltunk
meg, ezért a hat személy koziil 9 modon lehet két olyan part kivalasztani, akik helyet cserélnek.

(1 pont)
4. Pontosan harom par cseré¢l helyet.
Osszesen 2 ilyen lehetdség van: (AB)(CD)(EF) vagy A)(BC)(DE)(F.
(1 pont)
Figyelembe véve az FABCDE ¢s a BCDEFA sorrendeket is, valamint 0sszegezve az 1.—4. esetekben
Osszeszamolt lehetdségeket, azt kapjuk, hogy 2 + 1 + 6 + 9 + 2 = 20 lehetséges tilésrend 1étezik.
(1 pont)

Osszesen: 9 pont

Megjegyzés:
Az Osszes lehetséges iiltetés:

CDEFAB,CEAFBD,CEFABD,CEFBAD,CFEABD,CFEBAD,DEAFBC,DEAFCB,DEFABC,
DEFACB,DEFBAC,DFEABC,DFEACB, DFEBAC,EDAFBC,EDAFCB,EDFABC,EDFACB,
EDFBAC,EFABCD
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5. Egy osztaly mindegyik tanuldja Gszik vagy kosarazik, esetleg mindkét sportot tizi. Lehetséges-e,
hogy az osztalyban tobb a lany, mint a fi0, ha tudjuk, hogy
a) azuszoknak ¢és a kosarasoknak is 60%-a fiu;
b) azGiszoknak 60%-a, a kosarasoknak 75%-a fin?
dr. Katz Sandor, Bonyhad

Megoldas:
Az aldbbi halmazédbra jeloléseit hasznaljuk a megfelelé csoportba tartozo tanulok szamanak
jelolésére, ahol az a, b, ¢, d, e és f nemnegativ egész szamok.

Fink

lanyok
(1 pont)
q)Afeltételek:a+b=O,6-(a+b+d+e)ésb+c=O,6-(b+c+e+f).
Atrendezések és 0sszevonasok utan kapjuk, hogy
2a+ 2b =3d + 3e és 2b + 2c = 3e + 3f.
(1 pont)

Mivel az iszoknak ¢€s a kosarazoknak is nagyobb része fil, ezért ugy lehetne az osztalyban tobb lany,
mint fi0, ha a fitk (mindegyike vagy tobbsége) mindkét sportot tizné, a lanyok pedig csak az egyiket.
Ennek elérése érdekében, legyen példaul a = c =e = 0.

(1 pont)
Ekkor 2b = 3d = 3f. Ezek az értékek megvalaszthatok ugy, hogy b < d + f legyen. Ha figyelembe
vessziik, hogy egy osztily tanul6irdl van szd, akkor példaul a b = 15, d = f = 10 vélasztas
megfeleld, ami azt jelenti, hogy ebben az esetben lehetséges, hogy tobb lany van az osztalyban, mint
fit (adott esetben 15 fiu és 20 lany).

(1 pont)
b) Ebben az esetben a feltételek: a+ b =06 - (a+b+d+e) ésb+c=075-(b+c+e+f).

(1 pont)
Megfeleld atalakitasok utan kapjuk, hogy
(1) 2a + 2b = 3d + 3e;
(2) b+ c=3e+3f.

(1 pont)
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A kérdés az, hogy a kapott feltételek figyelembevételével lehetséges-e az, hogy
3) d+e+f>a+b+c.
(1 pont)

A tovabbiakban indirekt modon bizonyitjuk, hogy ez nem lehetséges.
Tegyiik fel, hogy a (3) igaz, és szorozzuk meg az egyenl6tlenség mindkét oldalat 3-mal.
(4) 3d +3e+3f >3a+3b+3c
Adjuk 6ssze (1), (2) és (4) megfelel6 oldalait.
2a+3b+c+3d+3e+3f >3a+3b+3c+3d + 6e + 3f
(1 pont)

A kapott egyenl6tlenség bal oldalat 0-ra redukélva a 0 > a + 2¢ + 3e egyenldtlenséget kapjuk, ami
a kezdeti feltételek figyelembevételével nyilvanvaloan nem teljesiilhet.

(I pont)

Osszesen: 9 pont

Megjegyzés:
Egy lehetséges méasodik megoldas a feladat b) részére.
b) Ebben az esetben a feltételek: a+b =06 - (a+b+d+e) ésb+c=075-(b+c+e+f).

(1 pont)
Megfeleld atalakitdsok utan kapjuk, hogy
(1) 2a + 2b = 3d + 3e;
(2) b+ c=3e+3f.

(1 pont)
(1)-bdl a bal oldalt 2c-vel novelve kapjuk: 2a + 2b + 2¢ = 2a + 2b = 3d + 3e.
(2)-bdl a bal oldalt a-val novelve kapjuk: a + b +c = b + ¢ = 3e + 3f.
Trivialisan teljestil, hogy 3e > 0.

(1 pont)
Adjuk 6ssze az igy kapott harom egyenlétlenség megfeleld oldalait:

3a+3b+3c+3e>3d+ 6e + 3f

(1 pont)

Innen egyszeri atalakitasok utan adodik, hogy
at+b+c=d+e+f,

azaz a fiak szdma nem lehet kisebb a lanyokénal.

(1 pont)

Egyenld lehet, de csak akkor, ha a felirt harom egyenlétlenség mindegyikében egyenldség all fenn,
azaza = c = e = 0 lesz, és igy a 2b = 3d, valamint a b = 3f feltételeknek kell teljesiilnitik.
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6. Az ABCD négyzet BC oldalan vegylik fel az E belso pontot és rajzoljuk meg az AFGE négyzetet
ugy, hogy a két négyzet koriiljarasi iranya azonos legyen. Ezutan rajzoljuk meg a BHKE
négyzetet ugy, hogy ennek a koriiljarasi irdnya megegyezzen az el6z6 két négyzet koriiljarasi
iranyaval. Jeloljik O-val a BHKE négyzet kozéppontjat. Bizonyitsuk be, hogy az ODF
haromszog BHKE négyzettel nem kozos részének teriilete az ABCD négyzet teriiletével egyenlo.

Biro Balint, Eger

Megoldas:

Vélasszuk a feladatban szerepld mindharom négyzet koriiljarasi irdnyat pozitivnak, tovabba legyen
(az egyszeriség kedvéért) az ABCD négyzet egységnyi oldalhosszisagu, a BHKE négyzet
oldalhossza pedig legyen 2x. A feltételek alapjan nyilvan 2x < 1.

Tekintsiik az aldbbi abrat, amelyen az OF és BH metszéspontja P, az OD és BC metszéspontja Q.
Legyen 0-bol az AD-re, illetve F-bdl az AB-re bocsatott merdlegesek talppontja rendre N, illetve M.

(I pont)

Ha EAB«& = a, akkor BAF& = 90° — a, ¢és igy az AFM derékszogli haromszogben AFM<« = a.
Mivel AE = AF, ezért az EAB és AFM derékszogl haromszogek egybevagok. Ez azt jelenti, hogy
(1) MA =BE =2x¢é FM = AB = 1.
(1 pont)
Az (1) osszefliggések alapjan belathato, hogy az FBM ¢és a DEC derékszogli haromszogek is
egybevagok, hiszen BM = EC = 1 — 2x és MF = CD = 1. Ebbdl pedig adodik, hogy FB = DE.
(1 pont)
Az OBF haromszogben
OBF« = 45°+ 180° — FBM<« = 225° — FBM<,
az OED haromszogben pedig
OED« = 45°+ 180° — DEC<« = 225°— DEC<.
Az FBM és DEC haromszogek egybevagdsaga alapjan FBM <« = DEC<, és igy
(2) OBF<« = OEDx.
(1 pont)
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Figyelembe véve a (2) 0sszefiiggést, valamint azt, hogy OF = OB ¢és DE = FB, belathat6, hogy az
OED és OBF haromszogek egybevagok, ahonnan kovetkezik, hogy OD = OF.
Ugyanakkor az OF szakasznak az O pont koriili +90°-os elforgatottja éppen az OB szakasz, tehat az
0D szakasznak az O pont koriili +90°-o0s elforgatottja az OF szakasz lesz.
Az elforgatasbol az is kovetkezik, hogy az OEQ haromszog +90°-os elforgatottja az O BP haromszog.
Mivel az OE B haromszog teriilete a 4x? teriileti BHKE négyzet teriiletének negyede, ezért az O0QBP
négyszog teriilete ugyanennyi, vagyis
(3) Togpp = x 2,
ami éppen az ODF haromszog BHKE négyzettel nem kdzos részének teriilete.

(2 pont)

Mir csak azt kell igazolnunk, hogy az ODF haromszog teriilete Tppr = x2 + 1, hiszen Typcp = 1.

Az el6zdek alapjan az ODF haromszog egy egyenld szaru derékszogi haromszog, melynek tertilete

0D?
4) Topr = -

Az O pont az AH és BC egyenesektdl x tavolsagra van, emiatt NA = x, és igy ND = 1 — x, illetve
ON =1+x.
Az ODN derékszogli haromszogben felirva a Pitagorasz-tételt:
OD?=(1—-x)*+(1+x)2
A milveletek elvégzése és az 5sszevonasok utan kapjuk, hogy 0D? = 2x? + 2, amelybdl a (4) alapjan
TODF = xZ + 1

(2 pont)
Tehat, a Topr = x* + 1, igy, ha ebbdl levonjuk a BHKE négyzettel kozos rész Tppp = x* teriiletét,
akkor a kiilonbség 1 lesz, ez pedig éppen az ABCD négyzet teriiletével egyenld. Ezzel a bizonyitast
befejeztiik.

(1 pont)

Osszesen: 9 pont




